








El pensamiento algebraico en los programas de estudio dematemáticas: una visión integral1
Edison De Faria CamposUniversidad de Costa RicaCosta Ricaedison.defaria@ucr.ac.cr
Resumen2En concordancia con las tendencias internaciones actuales en Educación Matemá-tica, los nuevos programas de estudio de matemáticas para la enseñanza elemental,media y secundaria en Costa Rica, enfatizan el desarrollo del pensamiento alge-braico desde los primeros años de la educación primaria.Aprovechando este espacio abierto por el CEMACYC, se presentan las principalesideas relacionadas con las habilidades y procesos que potencian el desarrollo delpensamiento algebraico en los programas mencionados anteriormente, y se propor-cionan ejemplos que fueron utilizados en las capacitaciones bimodales realizadascon docentes líderes de educación primaria y secundaria, como parte del ProyectoReforma de la Educación Matemática en Costa Rica.Palabras claveEducación matemática, pedagogía, formación docente, currículo.AbstractIn line with current international trends in mathematics education, new mathe-matics programs for elementary, middle and high schools in Costa Rica emphasizethe development of algebraic thinking beginning in the early years of elemen-tary education. Taking advantage of the opportunity offered by CEMACYC, mainideas related to the skills and processes that enhance the development of algebraicthinking in the above programs are discussed. Examples that were used in bimodaltraining conducted with school leaders in elementary and secondary education aspart of the Mathematics Education Reform Project in Costa Rica are presented.Key wordsMathematics education, pedagogy, teacher preparation, curriculum.
1 Este trabajo corresponde a una conferencia paralela dictada en la I CEMACYC, celebrada en SantoDomingo, República Dominicana el año 2013.2 El resumen y las palabras clave en inglés fueron agregados por los editores.
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la resolución de problemas; la modelización de fenómenos físicos y matemáticos, y laintroducción de problemas funcionales. Soccas también menciona la síntesis hecha porKieran (2006) de los trabajos de investigación llevados a cabo por el grupo de trabajode investigadores en Álgebra del Psychology of Mathematics Education (PME). En lasíntesis Kieran organiza los trabajos realizados durante treinta años en tres grandesnúcleos: transición de la Aritmética al Álgebra, variables e incógnitas, ecuaciones y re-solución de ecuaciones, planteamiento y resolución de problemas verbales de álgebra;uso de herramientas tecnológicas, representaciones múltiples y proceso de generaliza-ción; el pensamiento algebraico en estudiantes de la escuela elemental, la enseñanzay el aprendizaje del Álgebra y la modelización dinámica de situaciones físicas y enentornos algebraicos.Existe otra propuesta que se conoce como Pre-Álgebra. Esta corriente surge comorespuesta a investigaciones realizadas durante las décadas de los 80 y 90, centradasen el análisis de las dificultades y errores en Álgebra en los estudiantes, que tomabanen cuenta los estadios de desarrollo de los alumnos (Herscovics y Linchevski, 1980, 1994,Piaget y García, 1982, Kuchemann, 1981, Booth, 1984, Filloy y Rojano, 1989, Drijversy Hendrikus, 2003) . Dichas investigaciones concluían que sería más pertinente dejarlos estudios formales del Álgebra para los últimos cursos de la Educación Secundaria.Además, tratar el Álgebra como Aritmética generalizada es insuficiente para desarrollarel pensamiento algebraico adecuado, y la utilización de nuevas fuentes de significados,por ejemplo las nuevas tecnologías, abren espacios para la enseñanza y el aprendizajedel Álgebra.Como menciona Soccas (2011), el enfoque de Pre-Álgebra se apoya en dos hechosesenciales:El Álgebra está presente cuando se hace uso del simbolismo algebraico, peroque la noción de simbolismo algebraico es mucho más amplia y va más alláde las escrituras formales de la Aritmética generalizada, es decir, que existencortes didácticos o rupturas cognitivas entre el pensamiento aritmético y elalgebraico. Esto genera ciertas incapacidades en los estudiantes para operarespontáneamente con variables, como ocurrió en la evolución histórica delÁlgebra.En la validez de las propuestas de organización de los estadios de desarrollocognitivo, el Álgebra ocupa el estadio de desarrollo formal, y por lo tanto estáfuera de las capacidades cognitivas de los estudiantes de los primeros añosde la educación primaria.
2 Algunas experiencias
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3 El caso de Costa Rica
El 21 de mayo del 2012 el Consejo Superior de Educación de Costa Rica aprobó losnuevos programas de Matemáticas para el I, II y III Ciclos de la Educación GeneralBásica y el Ciclo Diversificado. Los nuevos programas empezaron a instalarse en el2013 en un proceso gradual que tomará de cuatro a cinco años, de tal forma queentre el 2016 y 2017 toda la educación preuniversitaria de Costa Rica estará siguiendoeste currículo. Para esto, desde el 2011 se ha invertido en procesos de capacitación ycreación de recursos que apoyen su implementación (Ruiz, 2013, p. 7).El currículo se diseñó con una integración vertical del primer año escolar al último. Lafundamentación teórica (filosófica y curricular) es la misma para todo el currículo, lasáreas matemáticas son las mismas. Esta es una diferencia en relación con los progra-mas anteriores. Se busca con ello no sólo el desarrollo de perspectivas estratégicasde las áreas, para poder seguir su desarrollo en toda la formación escolar sino ade-más contribuir a disminuir las brechas que han predominado entre la Primaria y laSecundaria en Costa Rica (Ruiz, 2013, p. 33).Las cinco áreas que compone el currículo son: Números, Medidas, Geometría, Relacio-nes y Álgebra, Probabilidad y Estadística. Las cinco áreas matemáticas seleccionadasparticipan con distinta intensidad. La siguiente figura ilustra la distribución temporal-espacial de las distintas áreas en los cuatro ciclos de la educación formal.
Figura 1: Las cinco áreas matemáticas en los cuatro ciclos educativos.Fuente: Ministerio de Educación Pública de Costa Rica (2012).










hace referencia al trabajo en contextos reales o que el estudiante asuma de esa forma.La fusión de estos dos primeros ejes constituye el enfoque principal del currículo: laresolución de problemas con un énfasis especial en contextos reales (Ruiz, 2013, p. 38).El uso de tecnologías se plantea de una manera gradual. Las indicaciones puntualesson un medio central para ofrecer los límites y métodos para usar la tecnología. Además,el uso de tecnologías debe hacerse en función estricta del aporte que ofrezca al logrode fines de aprendizaje consignados, no debe adoptarse su uso por el valor intrínsecode la tecnología, sea cual sea éste (Ruiz, 2013, p. 39).Las actitudes y creencias positivas hacia las Matemáticas que se desea promoverson: perseverancia; confianza en la utilidad de las Matemáticas; participación activay colaborativa; autoestima en relación con el dominio de las Matemáticas; respeto,aprecio y disfrute de las Matemáticas. Esta dimensión no solo se enuncia como untema teórico, sino como una orientación a seguir en la acción de aula.El uso de historia de las Matemáticas procura crear una perspectiva cultural de ladisciplina de las Matemáticas, dotar de rostro humano a los conceptos matemáticos,generar motivación estudiantil, contextualizar conocimientos en situaciones históricasprecisas y desarrollar capacidades que el trabajo con la historia apoya (capacidad decomunicación matemática, establecimiento de conexiones con otras disciplinas o dentrode las mismas Matemáticas). También busca complementar los otros ejes curriculares(Ruiz, 2013, pp. 40, 41).
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Figura 2: Ejemplo de la malla curricular.Fuente: Ministerio de Educación Pública de Costa Rica (2012)
4 El área de Relaciones y Álgebra y el pensamiento algebraico










En este programa, el pensamiento algebraico y funcional es introducido gradualmente apartir del primer año de la enseñanza primaria y los cuidados pertinentes son tomadosen las indicaciones puntuales y metodológicas para evitar conflictos con los cortesdidácticos o rupturas cognitivas entre el pensamiento aritmético y el algebraico de losestudiantes.
4.1 Principales cambios curricularesLos cambios más importantes en los nuevos programas de matemática, respecto alprograma anterior, son los siguientes:Primer Ciclo (años 1, 2 y 3)Para el primer ciclo de la enseñanza primaria, los principales cambios son:El reconocimiento de patrones: en sucesiones numéricas; sucesiones con objetosgeométricos; manipulación con objetos matemáticos.La introducción temprana y paulatina de la noción de variable, empezando con unvalor faltante en una expresión o en una tabla.El uso de distintas representaciones matemáticas para los objetos matemáticos.La organización de la lección (los cuatro momentos de la lección: propuesta de unproblema; trabajo estudiantil independiente; discusión interactiva y comunicativa;clausura o cierre; Programas de Estudio Matemáticas (2011, pp. 51-53)).El propósito de la enseñanza en el área de Relaciones y Álgebra para este ciclo esdesarrollar en cada estudiante la comprensión de patrones y relaciones, la capacidadpara representar y analizar situaciones matemáticas dadas y la habilidad para utili-zar estos conocimientos para resolver problemas en varios contextos. La introduccióntemprana de relaciones, patrones y manipulación simbólica posibilitará una mayor arti-culación con los ciclos que siguen y desarrollará una forma de pensamiento matemáticonecesaria para la construcción de conceptos relacionados con las funciones.En primer año los estudiantes pueden describir verbalmente las regularidades encon-tradas en los patrones. Estudiantes del primer ciclo deberían desarrollar la habilidadpara predecir el siguiente elemento en una sucesión, examinando un conjunto específicode ejemplos
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proporcionalidad directa, razón y proporción. Además, aumenta el grado de abstracciónal iniciar la representación simbólica de cantidades matemáticas que varían.En el segundo ciclo, los estudiantes deberían poder analizar patrones numéricos ogeométricos y expresarlos matemáticamente en palabras o en símbolos matemáticos,investigar la estructura de un patrón, organizar la información de forma sistemática yutilizar el análisis para generalizar relaciones matemáticas en el patrón.
En la actividad anterior el estudiante podría concluir que la suma de los primerosnúmeros impares es un cuadrado perfecto.Otro ejemplo, que fue utilizado en una de las capacitaciones para maestras de educaciónprimaria es el siguiente:“Abajo se presentan secuencias de dibujos y en cada secuencia existen dos fichasque se mueven, siguiendo un patrón. Cada ficha puede moverse horizontalmente,verticalmente y en forma diagonal. El objetivo consiste en “descubrir” cómo semueve cada una de las fichas (encontrar el patrón) y determinar en qué lugarqueda cada una de ellas en el último dibujo”.
Figura 3: Movimiento de fichas










distintos. Un posible patrón consiste en que la rana se mueva tres casas “celdas” enel sentido del movimiento de las agujas del reloj (inicialmente 2 a la derecha 1 haciaabajo) mientras que el jaguar se mueve dos casas en el sentido contrario al movimientode las agujas del reloj (inicialmente 1 a la izquierda 1 hacia abajo). Otra posibilidades que la rana se mueva cinco casas en el sentido contrario al movimiento de lasagujas del reloj (inicialmente 2 hacia abajo 2 a la derecha 1 hacia arriba) mientrasque el jaguar se mueve dos casas en el mismo sentido de movimiento de la rana obien seis casas en el sentido contrario. Existen otros posibles patrones que conducena la solución del problema: La idea central es que existen distintas estrategias pararesolver un problema matemático.Es recomendable utilizar distintas representaciones matemáticas. Por ejemplo, consi-dere la tabla y las preguntas que siguen:
Perímetro del cua-drado (cm) 8 12 20Lado del cuadrado(cm) 2 3 5
¿Qué perímetro correspondería a un lado del cuadrado de 17 cm? ¿Qué lado corres-pondería a un perímetro del cuadrado de 56 cm?Para sexto año podría agregar la representación simbólica: ¿Qué perímetro correspon-dería a un cuadrado de lado a cm?Otro problema utilizado en la capacitación de las maestras, y que es adecuado paraestudiantes del sexto año es el siguiente:Según la Organización Mundial de la Salud, la cantidad adecuada de proteínasque debemos consumir diariamente es de 0,85 gramos de proteínas por kilogramode peso. Complete la siguiente tabla que relaciona la cantidad diaria de proteínascon el peso de la persona:
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encuentran varias actividades que “pesan” números, formas y hasta expresiones alge-braicas. En todos los casos la igualdad se mira como un equilibrio entre los números,formas o expresiones algebraicas que se encuentran en los dos platos de la balanza.También se recomienda utilizar la igualdad con valor faltante, como por ejemplo:“Si los peces rojos cubren un mismo número en la figura que sigue, ¿cuál es estenúmero?
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5 Conclusión
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